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Математика

	Задача
	Ответ
	Балл

	№1
	8 км, 20 км.
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	{1 + log
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 не определено в множестве действительных чисел.
	

	№4
	1. Такого прямоугольного треугольника не существует. 

2. Таких прямоугольных треугольников не существует.
	

	№5
	n = 31
	

	№6
	2
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	№7
	{x ≤ 0, у ≤ 0, z ≤ 0}
	

	№8
	–2007; 2007
	

	№9
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№1.
Решение:
Пусть t – время, прошедшее от момента начала движения до момента встречи. 

Рассмотрим два случая:

1) Расстояние 3 км разделяло пешехода и велосипедиста после встречи, t < 1 ч.

2) Расстояние 3 км разделяло пешехода и велосипедиста до их встречи,  t > 1 ч.

В первом случае суммарный путь, пройденный за второй час, составляет 14 – 3 = 11 км, сумма скоростей пешехода и велосипедиста составляет 11 км/ч. Расстояние между пунктами А и В равно разности суммарного пути, пройденного пешеходом и велосипедистом за первый час (11 км), и расстояния, разделявшего их в момент t. Отсюда расстояние между пунктами А и В равняется 11 – 3 = 8 км.

Во втором случае суммарный путь, пройденный за второй час, составляет 3 + 14 = 17 км, сумма скоростей пешехода и велосипедиста составляет 17 км/ч. Расстояние между пунктами А и В равно суммарному пути, пройденному пешеходом и велосипедистом за первый час (17 км), и оставшегося расстояния, которое их разделяло до встречи (3 км). Отсюда расстояние между пунктами А и В равняется 17 + 3 = 20 км.

Ответ: 8 км, 20 км.

№ 2. 

Решение:

Преобразуем показатель степени в первом слагаемом в левой части уравнения:
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Уравнение принимает вид:
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Раскрываем модуль:
Рассмотрим 1-й случай, когда x ≤ 
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 EMBED Equation.3  [image: image19.wmf]8
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Выражение под знаком модуля отрицательно.
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, обе части уравнения умножаем на 4
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Сравним корень 12 + 
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 –4, отсюда:


[image: image32.wmf]7

4

 > –4, откуда следует, что 12 + 
[image: image33.wmf]7

4
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А второй корень 12 – 
[image: image35.wmf]7

4

 < 8, следовательно, этот корень находится в интервале 
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) – это корень исходного уравнения.
Рассмотрим 2-й случай, когда x 
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 EMBED Equation.3  [image: image44.wmf]8

4

³

x

:

Выражение под знаком модуля положительно.
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, обе части уравнения умножаем на 8. Отсюда:
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, следовательно, корень 2 удовлетворяет условиям и является вторым корнем исходного уравнения.

Ответ: {1 + log
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№3.
Решение:

Пусть x1, x2, x3 – действительные корни уравнения x3– 2007x – a = 0, тогда x3– 2007x – a = 0 можно записать как (x – x1)(x – x2)(x – x3) = 0, отсюда:

x3 – x2(x1 + x2 + x3) + x(x1x2 + x2x3 + x1x3) – x1x2x3 = x3 – 2007x – a
Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях x, получим:
x1 + x2 + x3=0                                      (1)
x1x2 + x2x3 + x1x3 = –2007                (2) 
x1x2x3=а          
Выразим x3 из (1) через x1и x2; x3 = –x1 – x2,

подставим –x1 – x2  в (2) вместо x3.

Получим:

x1x2 – 
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Функция y(x) = x3– 2007x – a  достигает экстремумов в точках xmin и xmax, которые найдём, приравняв производную y’ нулю:
y’(x) = 3x2 – 2007

3x2 – 2007 = 0, отсюда:
xmin  = 
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xmax =    
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Значения функции y(x) в точках xmin и xmax равны ymax и ymin соответственно:

ymin = –1338
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ymax = 1338
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Выражение 
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 принимает значение 2007, когда выражение x3– 2007x – a = 0 имеет два различных действительных корня, т.е когда параметр
[image: image61.wmf]]

669

1338

;

669

1338

[

-

Î

a


Ответ: Если 
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Замечание. Если допустить, что x1, x2, x3 – комплексные корни уравнения x3– 2007x – a = 0, то 
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№ 4.
Решение:

I часть
Пусть а и b – длины катетов, с – длина гипотенузы исходного прямоугольного треугольника.

По теореме Пифагора: а2 + b2 = c2                                                                                     (1)
Также для а, b и c выполняется неравенство треугольника: сумма длин двух сторон треугольника всегда больше длины третьей стороны, т.е.:

а + b – c > 0, а – b + c > 0, –а + b + c > 0                                                                           (2)
Длина гипотенузы всегда больше длины любого из катетов.



  (3)
При увеличении длин сторон прямоугольного треугольника на 1 получаем катеты, равные (а + 1) и (b + 1) и гипотенузу (c + 1).

Для того, чтобы стороны (а + 1) и (b + 1) могли быть катетами данного прямоугольного треугольника, должно выполняться соотношение:
(а + 1)2 + (b + 1)2 = (c + 1)2                                                                                                  (4)
Из (1) и (4) следует: 
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А это противоречит (2). 

Отсюда следует невозможность существования такого прямоугольного треугольника.

II часть

Для ответа на второй вопрос задачи выпишем соотношения, аналогичные (5) для остальных возможных вариантов изменений сторон прямоугольного треугольника, всех вариантов изменений восемь, но из-за того, что а и b входят в соотношение сходным образом и из соображений симметрии, оставляем шесть вариантов, один из которых разобран выше.

Остается рассмотреть пять случаев:

а) (а + 1) 2 + (b + 1) 2 = (c – 1)2 , отсюда:
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[image: image73.wmf]2

1

-


б) (а + 1)2 + (b – 1)2 = (c + 1)2, отсюда:
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в) (а + 1)2 + (b – 1)2 = (c – 1)2, отсюда:
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, что невозможно, т.к. а – b + c = – 
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г) (а – 1)2 + (b – 1)2 = (c + 1)2, отсюда:
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, что невозможно, т.к. а > 1, b > 1, c > 1
д) (а – 1)2 + (b – 1)2 = (c – 1)2, отсюда:
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, что противоречит неравенству треугольника для треугольника со сторонами а – 1, b – 1, c – 1; a + b – c – 1 > 0
Ответ: 1. Такого прямоугольного треугольника не существует. 2. Таких прямоугольных треугольников не существует.

№ 5.

Решение: 
Обозначим S левую часть неравенства:

S = sin1 + sin2 + …+ sinn
Умножим обе части данного равенства на 2 sin
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Воспользуемся формулой произведения синусов, получим:

2 S  sin
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 = cos
[image: image85.wmf]2

1

 – cos
[image: image86.wmf]2

3

 + cos
[image: image87.wmf]2

3

 – cos
[image: image88.wmf]2

5

 +  … +  cos
[image: image89.wmf]2

1

2

-

n

 – cos
[image: image90.wmf]2

1

2

+

n


Каждый четный член суммы совпадает с последующим по абсолютной величине и отличается от него знаком, из чего следует, что можно привести сумму, получим:
2 S  sin
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Воспользуемся формулой разности косинусов:
2 S  sin
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Разделим обе части равенства на 2 sin
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Далее надо узнать, при каком значении n сумма будет отрицательной, так как sin
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, т.к. в каждый интервал (2(k – 1, 2(k), где k
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, попадает ровно одно натуральное число, т.к. длина интервала равняется 1 и границы интервала – не целые числа, следовательно, для каждого целого k мы можем найти целое n из неравенства. Возьмем пятый такой интервал, т.е. k = 5. При k = 5 интервал равен (10( – 1, 10(). Переведем ( в радианы, 10( – 1 равно приблизительно 30,5, а 10( – приблизительно 31,4. Единственным натуральным числом из интервала 

(30,5 , 31,4) является 31. 
Ответ:  n = 31.
№ 6.
Решение:

Данная задача имеет три варианта решения, приводящих к одному и тому же ответу. В первом случае точки B и С находятся по разные стороны диаметра большой окружности; во втором случае – располагаются с одной стороны от диаметра окружностей; в третьем – хорда BC параллельна касательной к точке A.
Случай 1:

Обозначим О и О1 центры малой и большой окружностей, соответственно. Продолжим хорду ВС до точки Е пересечения с общей касательной к окружностям в точке А. Пусть (OAD = (, тогда (О1OD = 2(: внешний угол треугольника OAD равен сумме двух внутренних углов (OAD и (ODA, не смежных с ним, которые равны между собой как углы при основании равнобедренного треугольника ADO (OD = OA как радиусы малой окружности).
В треугольнике ABE (BAD = 
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 по условию. Поэтому (BAO1 = (BAD – (OAD = 
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 – (, и (АВО1 = 
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 – (, т.к. АВО1 – равнобедренный треугольник (его боковые стороны – радиусы большой окружности), (BAE = (BAO + (OAE = 
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 – (, (ОАЕ = 
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, т.к. АЕ – касательная к окружности и, следовательно, перпендикуляр к радиусу, проведенному к точке касания.
Обозначим (( = (O1BE.
Сумма внутренних углов треугольника ABE равна (: 

2( + 
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 + 
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 – ( + ( = (, отсюда:
( = 
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Опустим перпендикуляр O1F на хорду BC. В прямоугольном треугольнике BO1F с острым углом 
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 имеет место соотношение 
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Здесь мы воспользовались тем, что перпендикуляр, опущенный на хорду из центра круга, делит эту хорду пополам: BF = FC = 3.

O1B = 2
[image: image120.wmf]3
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Случай 2:
Обозначим О и О1 центры малой и большой окружностей, соответственно. Продолжим хорду ВС до точки Е пересечения с общей касательной к окружностям в точке А. Пусть (OAD = (, тогда (О1OD = 2(: внешний угол треугольника OAD равен сумме двух внутренних углов (OAD и (ODA, не смежных с ним, которые равны между собой как углы при основании равнобедренного треугольника ADO (OD = OA как радиусы малой окружности).

В треугольнике ABE  (BAD = 
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 по условию. Поэтому (BAO1 = (BAD – (OAD =( – 
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, и (АВО1 = ( – 
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, т.к. АВО1 – равнобедренный треугольник (его боковые стороны – радиусы большой окружности), (BAE =  (OAE – (BAO = 
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 – (,  (ОАЕ = 
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, т.к. АЕ – касательная к окружности и, следовательно, перпендикуляр к радиусу, проведенному к точке касания.

(AEB = (O1OD = 2(, как углы с взаимно перпендикулярными сторонами (AE
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O1O, EB
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OD)
Обозначим (( = (O1BE.
(ABE = (O1BE – (O1BA = ( – ( + 
[image: image130.wmf]6
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Сумма внутренних углов треугольника ABE равна (: 

(BAE + (AEB + (ABE, отсюда:
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Опустим перпендикуляр O1F на хорду BC. В прямоугольном треугольнике BO1F с острым углом 
[image: image135.wmf]6

p

 имеет место соотношение 
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Здесь мы воспользовались тем, что перпендикуляр, опущенный на хорду из центра круга, делит эту хорду пополам: BF = FC = 3.

O1B = 2
[image: image137.wmf]3
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Случай 3:

Отдельно рассмотрим случай, когда хорда BC параллельна касательной к точке A:

BD = 
[image: image139.wmf]2
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BC = 3, т.к перпендикуляр, проведенный из центра окружности, делит хорду пополам.

AD = ctg
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 BD = 3
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 – высота треугольника ABC
O1A = 
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AD = 2
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, т.к радиус описанной около равностороннего треугольника окружности равен 
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Ответ: 2
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№ 7.
Решение:

Обозначим:
max(a,b) – максимальное из двух чисел а и b.

max(a,b,с) – максимальное из трёх чисел а, b и c. 
Докажем соотношение max(a,b) = 
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         (1)

при а > b:
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при а < b:
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Из определения (1) следует:

max(a,b,c) = max((a,b),c) = max(max(a,b),c)

Также очевидно, что:

1) max(z,y,x) = max(x,y,z)








(2)

2) Из t + |t| = 0 следует t ≤ 0








(3)
Выразим f(a,b,c), используя введенное обозначение (1):

f(a,b,c) = (a + b + 2c + |a – b|) + |a + b – 2c + |a – b|| = (2max(a,b) + 2c) + |2max(a,b) – 2c| = 4max(a,b,c)
Исходное уравнение при использовании введенного обозначения (1) примет вид:
4max(x,y,z) + |4max(z,y,x)| = 0
Из (2) следует:
4max(x,y,z) + |4max(z,y,x)| = 4max(x,y,z) + |4max(x,y,z)| = 0 
Из (3) следует:
max(x,y,z) ≤ 0 => {x ≤ 0, у ≤ 0, z ≤ 0}

Ответ: {x ≤ 0, у ≤ 0, z ≤ 0}

№ 8.
Условие:
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Решение:

Из условия (1) при n = 2 получим 
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Из соотношения 
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 следует равенство 
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, т.к. все члены последовательности должны быть целыми k, то k – рациональное число. Будем считать, что k – несократимая дробь. Тогда k есть дробь вида 
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Из соотношения (1) получим:
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Из 
[image: image167.wmf]2
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 (напомним, что k – дробь) следует, что k – целое число (т.к. все члены последовательности – это целые числа).
Из 
[image: image168.wmf]5

2

4

2

5

223

3

p

p

k

a

×

=

=

 и того, что р – целое число, следует, что р = ±1, т.к. нет иного целого числа, пятая степень которого делит 
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Из р = ±1 следует, что k = 2007.
Из условия получается, что 
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, т.е. каждый последующий член последовательности определяется двумя предыдущими и k, что явно влечет периодичность последовательности, в случае если в ней где-либо в определенном порядке повторяются два подряд идущих члена последовательности, что мы видим на примере первого, второго и седьмого, восьмого членов последовательности: 
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. Отсюда данная последовательность является периодической, период которой составляет шесть, откуда 
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Ответ: –2007; 2007.

№9.
Решение:

Проведем замену:

x = tg(, y = tgβ, z = tgγ – положительные числа:
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Из изначальной системы неравенств получаем:
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Воспользуемся формулой тангенса разности, получим:
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Т.к. tg( монотонно возрастает при ( 
[image: image180.wmf])
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, то неравенство для тангенсов можно заменить неравенством для их аргументов:
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 Сложим две первые строки => 
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Отсюда получается, что исходные неравенства можно заменить на равенства:
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Величины y и z выражаются через х из 
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Ответ: 
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№10.
Решение:

Вначале докажем вспомогательное утверждение.
Наибольшее число частей, на которое k прямых могут разбить плоскость, 

равно:
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Предположим, что на плоскости проведены k прямых; проведем (k + 1)-ю прямую. (k + l)-я прямая пересекается с уже имеющимися k прямыми в k точках, которые делят ее на (k + 1) частей. Следовательно, (k + 1)-я прямая рассечет ровно (k + 1) частей из всех имевшихся ранее частей плоскости. Так как каждую из этих частей она разбивает на две части, то после проведения (k + 1)-й прямой общее число частей увеличивается на (k + 1). Но если проведена только одна прямая, то плоскость разбивается ею на две части. Отсюда вытекает, что после проведения k прямых плоскость будет разбита на 

2 + 2 + 3 + 4 +...+ k частей (от проведения второй прямой прибавится еще две части, от проведения третьей — еще три, от проведения четвертой— еще четыре и т. д.). Следовательно, наибольшее число частей, на которое k прямых могут разбить плоскость, 

равно:
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Обозначим А и В две отмеченные вершины тетраэдра.

Плоскости, проходящие только через А, назовем плоскостями I рода.

Плоскости, проходящие только через В, назовем плоскостями II рода.
Плоскости, проходящие через А и В, назовем плоскостями III рода.
Пусть проведены k плоскостей I рода, тогда число частей, на которое тетраэдр разбивается этими плоскостями, совпадает с числом частей, на которые разбивается треугольник основания тетраэдра k прямыми, полученными от пересечения основания k плоскостями I рода. Максимальное число, на которое разбивается основание k прямыми, достигается, если все эти прямые будут пересекаться в пределах треугольника, и никакие три из них не будут пересекаться в одной точке, и равно 
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, таким образом, максимальное количество частей, на которое разбивается тетраэдр, равняется 
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Пусть проведено k плоскостей I рода, тогда при добавлении одной плоскости II рода число разбиений увеличится на 
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. Обозначим F(k,m) – числом разбиений тетраэдра k плоскостями I рода и m плоскостями II рода. Добавление еще одной плоскости II рода увеличит число разбиений на 
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 + m(k + 1); это число равно числу разбиений треугольника, являющегося сечением тетраэдра (m + 1)-й плоскостью, прямые в этом треугольнике – это линии пересечения (m + 1)-й плоскости с ранее проведенными k + m плоскостями. Для получения этого числа рассматриваем треугольник, в котором проведены k прямых, все точки пересечения которых лежат внутри этого треугольника, кроме того, через вершину B треугольника проведены m прямых, каждая из которых пересекает все k прямые, общее число разбиений треугольника равняется 
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Таким образом, имеем соотношение
F(k,m + 1) = F(k,m)+ 
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причем: F(k,0) = 
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   F(k,1) = 
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               F(k,2) = 
[image: image208.wmf]2

2

2

+

+

k

k

 + 
[image: image209.wmf]2

2

2

+

+

k

k

 + 
[image: image210.wmf]2

2

2

+

+

k

k

 + (k + 1)

Отсюда по индукции:
F(k,m) = 
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F(k,m) = 
[image: image212.wmf]2
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Докажем, что максимальное количество участков разбиения достигается при k = m или когда |k – m| = 1.
Для доказательства положим  n = k + m – общее число плоскостей I и II рода.

F(k,n – k) = 
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Максимум по k этого выражения при фиксированном n достигается при k = 
[image: image215.wmf]2
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Максимальное количество частей, на которое разбивается тетраэдр n плоскостями:
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– при n чётном.
[image: image220.wmf]8
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– при  n нечётном.

Осталось рассмотреть добавление плоскостей III рода, но очевидно, что добавление плоскости  III рода приведёт к меньшему числу разделений тетраэдра, чем проведение плоскости I или II рода.
Ответ: 
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В решении задачи использовался материал из книги А.И. Яглома и И.И. Яглома.
“НЕЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ЗАДАЧИ В ЭЛЕМЕНТАРНОМ ИЗЛОЖЕНИИ” ГИТТЛ. М.1954г.
� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���








PAGE  
1

[image: image221.wmf]8

16

4

2

2

3

+

+

+

n

n

n

[image: image222.wmf]8

10

3

2

2

3

+

+

+

n

n

n

_1230229710.unknown

_1230231912.unknown

_1230450268.unknown

_1230548855.unknown

_1230549928.unknown

_1230840136.unknown

_1230840235.unknown

_1230918435.unknown

_1230919356.unknown

_1230841174.unknown

_1230918171.unknown

_1230840165.unknown

_1230552315.unknown

_1230668081.unknown

_1230668138.unknown

_1230668167.unknown

_1230552517.unknown

_1230553350.unknown

_1230550583.unknown

_1230550658.unknown

_1230549955.unknown

_1230549066.unknown

_1230549117.unknown

_1230548888.unknown

_1230548912.unknown

_1230457962.unknown

_1230459230.unknown

_1230475593.unknown

_1230545522.unknown

_1230545550.unknown

_1230545545.unknown

_1230545514.unknown

_1230459997.unknown

_1230458792.unknown

_1230458853.unknown

_1230458673.unknown

_1230450366.unknown

_1230451177.unknown

_1230457931.unknown

_1230451272.unknown

_1230451116.unknown

_1230233370.unknown

_1230233574.unknown

_1230233912.unknown

_1230234679.unknown

_1230235792.unknown

_1230235921.unknown

_1230236093.unknown

_1230235834.unknown

_1230235380.unknown

_1230234616.unknown

_1230233854.unknown

_1230233911.unknown

_1230233789.unknown

_1230233615.unknown

_1230233759.unknown

_1230233482.unknown

_1230233513.unknown

_1230233449.unknown

_1230232764.unknown

_1230233238.unknown

_1230233254.unknown

_1230233137.unknown

_1230232566.unknown

_1230232627.unknown

_1230231913.unknown

_1230230411.unknown

_1230231229.unknown

_1230231473.unknown

_1230231555.unknown

_1230231911.unknown

_1230231379.unknown

_1230230580.unknown

_1230230643.unknown

_1230230497.unknown

_1230229988.unknown

_1230230066.unknown

_1230230275.unknown

_1230230022.unknown

_1230229790.unknown

_1230229918.unknown

_1230229759.unknown

_1230222516.unknown

_1230226484.unknown

_1230227870.unknown

_1230229644.unknown

_1230229685.unknown

_1230229559.unknown

_1230227749.unknown

_1230227759.unknown

_1230227650.unknown

_1230225237.unknown

_1230225274.unknown

_1230226285.unknown

_1230225170.unknown

_1230222675.unknown

_1230211786.unknown

_1230215666.unknown

_1230217415.unknown

_1230217498.unknown

_1230222495.unknown

_1230217541.unknown

_1230217674.unknown

_1230217436.unknown

_1230217382.unknown

_1230216636.unknown

_1230217070.unknown

_1230214957.unknown

_1230215421.unknown

_1230215445.unknown

_1230215458.unknown

_1230215414.unknown

_1230212915.unknown

_1230212971.unknown

_1230212868.unknown

_1230210632.unknown

_1230211493.unknown

_1230211567.unknown

_1230211739.unknown

_1230211505.unknown

_1230211034.unknown

_1230211065.unknown

_1230210678.unknown

_1230210952.unknown

_1230209673.unknown

_1230209945.unknown

_1230210418.unknown

_1230210475.unknown

_1230210452.unknown

_1230210373.unknown

_1230209848.unknown

_1230209522.unknown

_1230209540.unknown

_1230209492.unknown

